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1. Inleiding

Om te onderzoeken of er een verschil is in de sllijtage van
wasgoed, die veroorzaakt wordt door twee wasmlddelen, waarin dit
wasgoed gewassen 1is, werd de volgende proef opgezet:

kEen lange rol katoen (zie fig. 1) werd in vier gelijke stuk
kKen verdeeld.
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Fig. 1

leder van deze vier stukken werd nu in zeven even grote stroken
verdeeld.

De 1n fig. 1 gearceerde stroken werden ongewassen gelaten: de
niet gearceerde stroken werden 24x gewassen. Bij dit wassen wer-
den twee wasmiddelen gebruikt, die we resp. A en B zullen noemen.
De stroken links boven en rechtsonder werden gewassen met was-
middeli A; die links onder en rechts boven met wasmiddel B.

Na het wassen werden alle stroken (dus ook degene die niet
gewassen zijn) in vijf even grote stukken verdeeld in de rich-
ting van de kettingdraad en van deze 140 stukken werd de trek-
sterkte bepaald.

De treksterktebepalingen zijn alle op dezelfde dag door één per-
soon met één machine verricht. De volgorde waardn deze bepalin-
gen verricht zijn is bekend.

Gevraagd wordt nu:

1. Is er een verschil tussen de wasmiddelen wat betreft de slij-
. Tage dlie ze veroorzaken?

2. Voor leder der wasmiddelen een betrouwbaarheidsinterval te
bepalen voor de gemiddelde treksterktedaling.



2. Methode van onderzoek en resultaten

2.7 Onderzoek naar de homogeniteit der ongewassen stroken en

naar de homogenitelt der stroken die met eenzelfde wasmiddel
gewassen ziljn.

In de eerste plaats is, voor ieder van de delen links boven,
links onder, rechts boven en rechts onderﬂ) apart, onderzocht

steekproef bestaat hier uit de vijf waarnemingen van de trek-
sterkte van een strook.

De resultaten vinden wij in tabel I:

Tabel 1
Onderzoek naar een verschil tussen de drie ongewassen stroken
van leder der delen I, II, III en IV

' Overschri j-
B R e

0,53
0, 50
0,58
0,76

n D Do

Voor geen van de vier delen I, II, III en IV vinden wilj dus eer
verschil tussen de ongewassen stroken.

We zullen nu onderzoeken of er een verschil is tussen L,
I, III en IV wat de ongewassen stroken betreft. Hiertoe is weer
de Toets van Kruskal toegepast; een steekproef bestaat nu uit de

15 waarnemingen van de treksterkte van de ongewassen stroken van
een der delen I t/m IV.

De resulfaten staan vermeld in tabel II1:
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1) Wij zullen deze vier delen in het volgende aandulden met
resp. I, II, IITI en IV (zie fig. 1).

2) W.Kruskal, A non-parametric analogue based upon ranks of
one-way analysis of variance,
Ann. Math. Stat. 23 (1952) 140.

3) H bezit bij benadering een.)(gmverdeling met C-1 vrijhelds-
graden (C is het aantal groepen).



Tabel I1
Onderzoek naar cen verschil tussen I, II, III en IV wat betreft

de ongewassen stroken

Overschri j-

22,5 | 212,5 51255 ’18;’! 0, 0004

Ult tabel ITI zien we dus dat er tussen I, II, III en IV een
duideli jk verschil is wat de treksterkte der ongewassen stroken

betref't en wel in het bijzonder dat de ongewassen stroken rechte
boven een lage treksterkte hebben.

Een volgende vraag 1is of, voor leder der delen I t/m IV,
de gewassen stroken verschillend zijn. We passen weer, voor
leder der delen I t/m IV apart, de toets van Kruskal toe:; een

steekproef bestaat dan uit de vijf waarnemingen van de trek-
sterkte van een gewassen strook.,

Tabel III geeft de resultaten:

Tabel II1
Onderzoek naar een verschil tussen de vier gewassen stroken
voor ieder der delen I t/m IV

Overschri j-
dingskans |

T 0,08

1T ;3343 3
ITIT | 9,33 3
IV 7,58 3

We zien dus dat er voor I en II (dat is dus links boven en linl
onder) geen reden is om aan te nemen dat er een verschil is tus
sen de gewassen stroken. Rechtsboven vinden we dit verschil wel,
terwljl er rechtsonder een aanwijzing voor een verschil is.

Ult het bovenstaande blijkt dus dat de rechter helft niet
homogeen is; we vinden verschillen tussen de groepen van onge-
wassen stroken en tussen de stroken, die met eenzelfde wasmi~~
gewassen zilijn.

'M)ZRi 18 de som van de rangnummers van de waarnemingen uit de 5.
groep. Een lage waarde van.Ri betekent dus, dat de desbetrcf-
f'ende groep waarnemingen laag ligt ten opzichte van de over”



ken hebben wlj de
ongewassen stroken
van 1LI. Hiertoe 1is dc toets bijlage S 47 (M 7))
die hetzelfde is als de toets van Kruskal voor twee
ten vinden wij in tabel 1V:
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Tabel TV

van de ongewasgcn stroken Ve

n I en I1

Overschri j-
dingskans

Uit tabel IV bligkt dus dat er
dat er een verschil 1s tussen I en II wat de ongewassen stroken
betref't.

In verband met de inhomogenitelt van de rechter helft zul-

geoen reden 1is om aan te nemen

len we nu nog onderzoeken of de waarnemingen een verloop verto-

nen i1n de volgorde wae
zoekK 1s uiteg
met B

rin de bepalingen verricht zijn. Dit onder

revoerd voor de ongewassen, de met A gewasséen en de

gewassen stroken apart.

Om dit verloop te onderzoeken 1s in de eerste plaats een

orde waarin de bepalingen verricht zijn. Dit 1is voor de onge-

wassen stroken en voor de met ieder der wasmiddelen behandelde

stroken apart ultgevoerd. Op deze wljze verkrijgen wi] een duil-

dell jk overzicht over de situatie. De resultaten staan vermeld
in tabel V (zie blz. 4a).

We vinden dus alleen bij] de ongewassen stroken een uitgepsroken

daling van de treksterkte; de twee andere gevallen liggen ech-
ter wel in dezelfde richting

Deze drie ultkomsten hebben wij op de volgende manier gecombi-

neerd:
gewassen en de met B ge-

We vonden voor de ongewassen, de met A

wassen stroken leder:
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5) Het teken + bij de overschrij
treksterkte v

dingskans betekent dat de waar-

nemingen van de an I groter uitgevallen zijn

dan die van 11I.
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7. een waarde voor de toetsingsgrootheid S,

| P
2. cen waarde voor (fg,

We noemen deze resp. S{men a Indien de te toetsen hypothese

S
Jjulst 1ls zal S = Zi-éi bi]j beﬁ%dering normaal verdeeld ziljn met

é=zal dus bi] benade-

1
gemiddelde nul en variantie 0‘2 = Z ‘Tg - ¥
1 —1

ring N(O,1) verdeeld zijn.
sterk wvan

Glice

Indlen Ho onjulst 1s zal de gevonden waarde van
nul afwljken; de kritieke zbne bestaat dus uit grote waarden van

e?¢° We vinden: S - 3,02 en een overschrijdingskans van 0,0027.

We vinden dﬁgﬁeen duldell jke daling van de treksterkte 1in de
volgorde waarin de bepalingen verricht zijn.

Daar de bepalingen van de treksterkte van de linkerhelft
's ochtends en die van de rechterhelft 's middags verricht zijn
zullen we nog onderzoeken of deze daling zowel 1n de linker
als 1n de rechter helft optreedt of alleen 1n de rechter helft.
Hlertoe 1s de linker helft nader onderzocht en wel is op de onge-
wassen stroken, de met A gewassen en de met B gewassen stroken
apart de parametervrije toets tegen trend van Terpstra toegepast
(zie bijlage S 73 (M 28)). Deze drie resultaten hebben wij gecom-
bilneerd zoals boven 1s aangegeven. We hebben dus de gevonden
waarden voor T, de waarden vani}LT en dile vaan% opgeteld en
vinden danggﬁim - 0,66 en een overschrijdingskans van 0,51.

Hieruit zien wij dus dat er geen reden is om aan te nemen dat
er in de linker helft een daling der treksterkte optreedt 1n de
volgorde waarin de bepalingen verricht zijn. De waarnemingen lig-

cen echter wel in de richting van een daling. Passen wl] deze
zelf'de Toets Toe op de rechter helf't dan vinden wijzzéﬁ*m - 4,16
cn cen overschrijdingskans < 0,0001.

Tot nu toe hebben wi]j dus gevonden:

1. Ecn lage trcecksterkte van de ongewassen stroken van rechts
boven.

2. BEen inhomogenitcit van de gewassen stroken recnts boven.

3. BEcn daling van de Trecksterkte in de volgorde waarin de bepa-
lingen verricht zign, die hoofdzakeli jk veroorzaakt wordt door
ecn daling in de rcchter helft. Dit blijkt uit de bovengevonden
overschri jdingskansen van 0,51 voor de linker helft e¢n < 00,0001
voor de rechtcr helit en ult de tabellen II en V.

Op grond van het bovenstaande hebben wij de rechter helft in het
volgende buiten beschouwing gelaten en het onderzoek dus ultge-

voerd met de gegevens der linker helft.



2.2 Onderzoek naar een verschil tussen de twee wasmiddelen.

W1lJ beschouwen dus alleen de linker helft der rol katoen.
Om de twee wasmiddelen te vergelil jken hebben wij, met behulp van
de tToets van Wilcoxon, de gewassen stroken van I vergeleken met

de gewassen stroken van II. We vinden dan:

Tabel VIT)
Vergell jking van de gewassen stroken van I en II

HII' m | U ' Overschriljdingskans

'

20 | 20 59 | 0,0001 (-)

W1lJ zlen dus dat er een zeer duildeliljk verschil 1s tussen de
metT A en de met B gewassen stroken en wel dat de met B gewassen
stroken (deel II) een grotere treksterkte hebben dan de met A

0]

gewassen stroken (deel I).

2.3 DBepalling van een betrouwbaarheidsinterval voor de gemiddelcd::

treksterktedaling.
We zullen voor ieder der wasmiddelen een betrouwbaarheidsin-

Cerval bepalen voor de gemiddelde treksterktedaling. Dit geschie.

als volgt8>:

Stel de treksterkte van de ongewassen katoen x en die van de ge-

wassen katoen y. Dan bestaat het betrouwbaarheidsinterval voor dc

A

gemliddelde tTreksterktedaling uit de verzameling van al die waarde
van d waarvoor de hypothese dat x-d en y dezelf'de verdeling be-

z1lTTen op grond van het waarnemingsmateriaal niet voor verwerping
1n aanmerking komt. De hypothese dat x-d en y dezelfde verdeling

bezltten wordt daarbilj getoetst met behulp van de toets van Wil-

coxXon.
We vinden dan de volgende betrouwbaarheidsintervallen (onbe-

trouwbaarheidsdrempel 0,05):
wasmiddel A: 8,3< d &1
wasmilddel B: 4,2 € 4 £

1,5
(53

7) Het teken - bij de overschrijdingskans betekent dat de stroken
Il een lagere treksterkte hebben dan de stroken van 11.

8) Zie ook bijlage S 47 (M 18).



(Voor de gemiddelde treksterkte van de ongewassen sftroken der
linker helft werd gevonden: 68,8).

2. Samenvatting der resultaten

We hebben dus gevonden:
1. In de rechter helft der rol katoen een dalingvan de trek-
sterkte in de volgorde waarin de bepalingen veryicht zijn. In de
linker helft vinden wij deze daling niet.
2. Een inhomogenitelt van de vlier groepen ongeiassern stroken en
wel in het bijzonder een lage treksterkte van le ongewassen stro-
kKen rechts boven.
3. Een inhomogeniteit van de gewassen strokew rechts boven en een
saanwiljzing hiervoor rechts onder; in de l1inger helf T vinden wi]
deze inhomogeniteit nilet.
L. Een duidelijk verschil tussen de met A en me< B gewassen sStro-
ken, waarbij de met B gewassen stroken een groctere treksterkte
(dus een kleinere treksterkte daling) hebben jan cde met A gewas-

sen stroken.



Algemene gang van zaken bij het toetsen wvan een
hypothese.
De toetsing van een hypothese ”%f berust steeds op een aan-

tal wa.arneg%.ngen % 3% yi0ey % van 86n of meer stochastische
greotheden ", Of op enige groepen van waarnemingen (bv. twee

steekproeven).

Bij een toets behoort een toetsi Lngsgrootheid « (soms meer
dan één), die een functie is van bovengenoemde stochastische
grootheden en die, voor de waargenomen waarden % , L 4..., %
een waarde aanneemt, die berekend kan worden (bv.: het gemid-
delde der waarnemingen, of de spreiding, of het verschil van
de gemiddelden van twee waarnemingen).

De toetsingsgrootheid wordt steeds zo gekozen, dat men, op
grond van de onderst elling, da'tcéﬁ Julst is, de waarschijnlijk-
heldsverdeling van deze grootheid kan berekenen.

Vervolgens kiest men een verzameling 7 van mogelijke uit-
komsten van & , en wel Op zodanige wijze, dat de kans, dat «
een 1n 7Z gelegen waarde aanneemt, onder de hypothese Q'f"‘/é: y gellilk
1s aan een gegeven getal & , zodat 7 dus van & afhankelijk is {
4 heet de kritieke zdne van de toets, ¢ de onbetr cuwbaarkeidg-
drempsl (Engels: level of significance), Voor a neemt men
veelal de waarde 0,05 of 0,01.

Men verwerpt nu C’f»’f; Op grond van de wasrnemingen % , %, ,

- y %, 5 indien de bij deze waarnemingen behorende waards
van # 1in 7 ligt. Dit.wordt vaak uitgedrukt door te zeggen,
dat het resul‘taa‘t van het experiment "significant" is. De waar-
de van « mo=et dan echter worden vermeld., De kans, dat dit zal
gebeuren, is, indien "‘y/ag juist is, gelijk aan. . Derhalve is
* de kans op ten onrechte verwerping van de juiste hyvothese,
&0k de ¥xans op een fout van de eerste soort genoemd. Indien
men dezé methode tcepast, met & = O yO5 resp. 0,01, zal men in
gemiddeld ongeveer één op 20 resp. op 100 van de gevallen,

1) Dlt memorandum.}s slechts bedoeld ter oridntatie en strea’
niet naar volledlgheld of volledlge exactheld..

2) Een stochastische grootheid is een.grootheld die een
waarschlw 117Vhe:dsverdellng bezit, of, anders gezegd een groot-

heid, die voor de elemen‘ten van een collectle(unlversum p_gg__la-
‘ tle) gedeflnleerd is en daarOp allerlel waarden aanneem't Shdele
chac"tn.sche grootl'“:‘;den "’TOI‘d x.,_a a:mb g,ew,n door g_mw].‘g%rmsjﬁ}me;m@
,letters. s B * '

o
J



De toetsingstheorie biedt in het algemeen geen moge 11 jk-
heid om tot ganvaarding van een hypothese te komen. Indien
een bepaalde hypothese é’é/ niet verworpen kan worden, is dit
gewoonlijk met een hele verzameling van hypothesen tegelijk
het geval. Niet-verwerpen staat dus niet gelijk met aanvaarden.

Wel zal men vaak in de loop van een statistische analyse
bepaalde onderstellingen, die plausibel schijnen en voor de
verdere analyse van nut zijn, toetsen, alvorens ze bij de
verdere bewerking van het materiaal te gebruiken. Worden 23]
dan op grond van de toets niet verworpen, dan houd¥ dit in zo
verre een rechitvaardiging van die onderstellingen in, dat een
grote afwijking door de toets veelal wel zou zijn ontdekt.
Indien men dan verder de onderstellingen gebruikt, verwasrloost
men eventueel aanwezige afwijkingen van onbekende grootte,
die echter niet zo groot zijn, dat zij door de toets =zijn
ontdekt. W

Vele toetsen gelden zelf alieen 6nder be paalde onderstel-
lingen omtrent de waarschijnlijkheidsverdelingen der stochas-
tische grootheden, waarvan wazarnemingen zijn verrioht. Deze
nevenvoorwaarden dienen steeds uitdrukkelijks  te worden ver-
meld en, zo mogelijk, zelf te worden getoetst.

In plaagts van de onbetrouwbaarheidsdrempel O¢- word’b vaak
uitslag van een toetsing de overschril =‘—._d:1. gskans ‘Jé op-

cegeven; ‘dit is-de klelnste waarde, van & ., waarbij in het
betrokken geval, nog tot verwerping van ¢Z, zou 2ijn overgegaan;
anders gezegd: de kleinste & , waarvoor de gevonden waarde
der toetsingsgrootheid nog juist in de (bij & hehorende)
kritieke zdne Z ligt. Wordt dus de_ waarde 4( ODEC L
baarheidsdrem _m_p‘ el o , dan wordt

nbe "hI" OUW 1C L O TR A2 L A

m T A, A s TR B by

werkt men met -

,verwompenfk‘%* _ B
.. Voor het onderscheid tussen één- en tweezijdige toetsing
en de. kewze tussen degze ‘twea moge ll;lkheden vergelljke men bv.
zde tw@ede hiaromder getaven 2 1itt cra‘huurplaa“bs. - Wla moe'ten hier
rolstaan met de Qplerkj_ng, dat éenzn.gdlge 'bOE‘tSlng veelal
o noe van ‘;:ec%d't. s MRLAY" éat deze slec:hts enw
heaex ﬁ;;kan worfden toe gepastm SRS
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Maart, 1952.

De toets vanWilcoxon.l)
M

houdende, dat twee Steekproeven Xyseos sX, en yl, e v s Y af-
komstig zijn uit één collectie (ook wel populatie of universum

van een toetsingsgrootheid U ), die als volgt uit de waar-
nemingeh berekend wordt. Onders’cellen we, dat de waarnemingen

X4 uit de eerste steekproef (bij gelijkheid tellen wij & in
plaats van 1), Noem dit aantal V,. Vervolgens wordt het aan-
tal waarnemlingen uit de tweede steekproef bepaald, dat klei-
ner is dan de op één na kleinste waarnemihg %o uit de eerste
steekproef (bij gelijkheid wordt weer = % in plaats van 1
geteld). Dit aantal noemen we V2. Evenzo worden met betrekking
tot x}’le’ voes X de a.a.ntallen VB’VIL’ . o _,V beraald. De waarde

U van de toetsingsgrootheid U wordt voor de twee steekproeven
dan gegeven door '

- UmVl-l-Ve .o .+Vn.

Wanneer onder de waarnemingen niet te veel gelijken voorkomen,
kan bewezen worden, dat de toetsingsgrootheid U onder de
hypothese Ho voor grote waarden van n en m (beide 2 10) bij
benadering een normale verdeling bezit. De waarnemingen
Xiseon sX,_ en TyseeesVp, tezamen genomen vallen ulteen in een
aantal groepen van gelijke waarnemingen., Noem het aantal van
deze groepen k, dan is k minstens 1 (als alle waarnemingen

- gelijk zijn) en hoogstens m+n (als alle waarnemingen ver-

* schillend zijn) ‘ |

) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en
- streeft niet naa.r' volleﬂicheid of volledige exactheid

- ) Stochastische grootheden worden door onderstreping aa.nw
~ geduid, . I _ o



e v erd e ling va

2.

Z1Jn tl, « o ’tk de aantallen waarnemingen in deze groepen van

gelijken, dan worden het gemiddelde 4~ en de variantle O 2
van de toetsingsgrootheld U gegeven door
()= znm,
en
& °=Var (U)= I%W%Tmm { (n+m)3+
- (t13+t23+...+tk3)} 1y

De grootheld s« (U) 1s dus onafhankelijk van de waarden vast.
Indien de hypothese HO niet vervuld is, zal de grootheld U
grote of kleine waarden bezitten, al naar gelang y systema-
tisch kleiner of groter is dan X,

De (tweezijdige) toets bestaat nu daarin, dat men H  ver-
werpt indien de gevonden waarde U van U te sterk van «w af-

S
wijkt, d.w,z. ails
U- 2
| O//WI 3 §:‘°¢ , )
waarin ol de onbetrouwbaarheidsdrempel 1s en E"‘ volgt ult
e
1 1%
e 2" dx= 3ol ,

YY=4qd _E
X
en in een tabel van de normale verdeling Kkan worden OPLEe -

zocht,.
De (tweexljdige ) overschril jdingskans k , behorende blj T,

is gedefiniderd als

_ - _
K= = e™2% gx 2)
=
o

en kan ook in eenttabel van de normale verdeling worden ge-

vonden. % -
Bij eenzijdige toetsing wordt o door 2« vewrvangen, rTesSp. K

gehalveerd.
Een bijzonder geval van het bovenstaande is, dat onder de

waarnemingen voor X en y in '€ geheel geen gellijken voorkomen,

In dat geval kan de uitdruk:king voor de variantie hsrleid

worden tot

| I) Dézemfomulé is een door T.dJ Terpstra egeven vereenvou-
~ diging van de door J Hemelrljk:( 5] en [7]) afgelelde for-
mule. De afleiding van deze vereenvoudigde formule zal nog

gepubliceerd worden.

) Deze formules ber'usten op de normale benadering van de




2.

Indlen n en m kleiner zijn dan 10, zijn tabellen beschikbaar
voor het berekenen van de overschrijdingskans k voor de uilt
de steekproef bepaalde waarde U van.g‘(zie [2] en [4]),
Dergell jke tabellen bestaan echter niet voor het geval, dat
gelljke waarnemingen omtreden,

! ng. Men kan gemakkelljk bewijzen, dat de variantie van
U door het optreden van gelijke waarnemingen vermindert, Het
verschil, dat door deze gell Jken optreedt, is echter in het
algemeen gering. Men kan daarom in eerste instantie deze cCor~-
rectlie op g 2 verwaarliozen., De overschrijdingskansen, die men
dan vindt, zljn iets te groot.

Litteratuur:

1. F.Wilcoxon, Individual comparisons by ranking
methods, Blometrics 1 (1945), p.

50-83.
.B.Mann and On a test of whether one of two
.R.Whitney random variables 1s stochastically

larger than the othgr,
18 (1947),p. 50-60.

5> H.R.van der Vaart Some remarks on the power function of
Wilcoxon's test for the problem of
two samples, Proceedings van de Kon,
Ned.Ak.v.Wet., 53 (1950),p. 494-520,

4 H.R.van der Vaart Gebrulksaanwi jzing voor de toets van
Wilcoxon, met tabellen voor n en m<10,
Rapport S32 (M4) (1950).

5 H.R.van der Vaart De toets van Wilcoxon voor het pro-~
bleem van twee steekproeven., (Cursus
"Parametervrije Methoden", 1951-'52),

6 D.van Dantzig Kadercursus Mathematische Statistiek,
Math. Centrug, Amsterdam (1947-'50),
hoofdst., 6, 3.

7 J.Hemelrijk Note on Wilcoxon's two sample test,
when tles are present, Ann.Math.Stat.




Rangcorrelatie1)

De door M,G. Kendall ontwikkelde methode der rangcorre-
latie is toepasbaar op de volgende situatie:

De stochastische grootheden X en y bezltten een si-

multane verdeling, Over deze verdeling zelf behoeft niets on-
dersteld tTe worden,

(xi,yi) (i = 1,...,n), 2ijn onafhankelijke Waarnemings-
paren van deze stochastische grootheden

Voorbeeld:

.oo1o= 1 2 3 4 5 6
X3 0,11 0,12 0,10 0,11 0,15 0,13
yi | 3,4‘ 390 3,2 395 3,5 3y5

Wij zeggen dat de waarnemingsparen (xi ,yi) en (xj?j)
positief gecorreleerd zijn, als de volgorde van X, en xj het—-
zelfde is als die van y.; en Y 5 (bv. Xy < Xgoeny; < yj); 21 ]
zijn negatiedl gecorreleerd als de volgorde van X, en xj tegen-
gesteld is aan de volgorde van y; en y. (bv. x; > X, en
Yy < yj) en zij zijn niet gecorreleerd als x.= X S of y;= ¥

1 J

In tabel 1 hebben wij van alle tweetallen (xi,yi) en
(xj ;yj) uit ons voorbeeld nagegaan of zij positief, negatief
dan wel niet gecorreleerd zijn, Een positieve correlatie 18
aangeduid met +1, een nsgatieve met -1, terwijl het ontbreken
van correlatie wordt aangegeven door een O,

De toetsingsgrootheid van de methode van rangcorrelatie
is nu het aantal positief gecorreleerde tweetallen verminderd
met het aantal negatief gecorreleerde, of wel de som van de
getallen, die in tabel 1 in de kolom "correlatie" voorkomen, _
B - De Jﬁverdelin van S voor het geval dat x en y onafhankelljk

T e

zijn is bekend (zie § 2). De hypothese dat x en y onafhankeliljk




Tabel 1 zijn, kan dus

Berekening van S Is de h
voor het voorbeeld

getoetst worden,
E‘Oth“ﬁ, Van.onafh;,t«
lijkheid niet vervuld, dan is de
waarschijnlijkheid van
-1 tieve of
+1 van S groter, dan wanneer dit wel
O net geval is, De kritieke

+1

i J Correlatie

crote negat:

0, N SR O UURE UV G |G TR 1S TN 0 T |\ S G G W W
OV OYVUT OVl OV WOy W
+
. 3

2, Verdeling van S als X en y

WOR it oot ANDNNNR NS RN wpiegty S dhpsamny W dgasude AR “ R W g AT

onafhankelijk ziljn,

NI SRS ANARUY i SRRy Wb TR ST e R A AT O S AR

noch bij de y. gelijke waarden

L J
voorkomen kunnen wij gebruik te maken van exacte tabellen,

die voorkomen in [1] pg 141 (n = 4 t/m,10) en in [2] (tables
I ~nd II, n = 4 t/m 40), Bovendien vindt men in [ 2] table III

x Als er noch bij de x,

il

de kleinste waarden van S , waarvan de overschrijdingskansen
onder de hypothese van onafhankeli jkheid hoogstens gellijk zijn
aan & voor X = 0,005; 0,01; 0,025; 0,05 en 0,10 en
4,5,6,...,40.
Als er bij de x, 6f bij de y,, doch niet bij beide twee-
tallen of drietallen gelijken voorkomen, kan men voor n £ 10
geluik maken van de tabel van Sillitto [4] . S

Voor grote waarden van n is de verdeling van = (1




-3 -

overschrijdingskans op te zoeken, die behoort bij de gevon-

den waarde van = .
Tg -

Om U ¢ te berekenen, nemen wij in de rij der waarnemingen
x; de gelijke waarnemingen in groepen bij elkaar. De aantallen
waarnemingen in die groepen duiden wij aan met By s waarin
h.=1,2,...,k,. Evenzo doet men in de rij der waarnemingen
y., waar we de overecenkomstige aantallen aandulden met ut
waarin A = 1 'l oye

o O'S ~ kan dan gevonden worden uit de

volgende formule:

L £
(1) G_'é = -1?—8- { n(n-1)(2n+5) - hZ__.‘] ‘ch(’thm‘])(z-th-i-fj) -

.n ons voorbeeld van § 1 komt in de rij X &én tweetal
gelijken(dus k,=1 en t,=2) en in de rij y, &én drietal gelijken
(k2= 1, W, = 3) voor, Dus geldt: '

t1(t1” ?)(2t1+ 5) = 2,1.9 = 18
u1(u1~ 1)(2u1+ 5) — 3.2.11’= 60

t, (t,= 1)(t,=2) =0 { .- V("

——— | ! o R I “ ’_ ol
1 1 1 s ) -

t1(t1m 1) = 2.1 = 2

y, - en alle u, ¢ ;

t formule (2) cover ins

” r | ' I-rl- , i
ar . v g L
4

leze functie voor n = 40,41,,..,100 vind*
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3. Rangcorrelatlecoaffl01ant

Mgy SN S S A e AN A i SR S AN AWt IR S T D AR denin i AT AN P SRR SN AR AR

Als maat voor de correlatie 1 . de rij van waarnemings-—
paren (Xq,yj),...g(xh}yn) heeft Kendall de coéfficient 7
gedefinieerd, die + 1 is als de volgorden der waarnemilngen

in beide rijen.Xj,..,,xn en y1,,..,yh_voll@di£ overeenstemmen
en -1 is, als deze volgorden volkomen te

cengesteld zijn, De

——

definitie van ¢ is:
(3) T — — _ 29
> g a7
*{n(n~1) th(t ~1y*{n(n~1)t§i
h=% =l

Als er in geen van beide rijen gelijke waarnemingen
voorkomen wordt deze formule:

Literatuurs:

I:f]iM,G,Kendall, Rank correlation Methods London 1948,
. . Hoofdstw} 1.
| 2] L. Kearsemaker en van Wijngaarden., Tables for use
in rankﬁcorrelation . (1952)
Report R 73 of the Computation Department of the
Mathematical Centre,
1;31 J, Hemelrijk, Kendall's rangcorrelatie~coefficient
| Hoofdstuk I der eursus "arametervrije
Methoden" Rapport S 59 (1951)
Centrum, blz, 1-17.
[}4] G.P, Sillitto. "The Distribution of Kendall's coefficient

AT P A AR I P . TR O A Al

of rankcorrelation in rankings containing
ties, Biometrica 34 (1947) p. 36-40,



S47(M18)
Betrouwbaarheidsintervallen (algemeen). 1)

21] X een stochastische grootheid , die een verdelingsfunctie
bezit die, op een onbekende parameter & na, geheel bekemd is
( & kan bv. het gemiddelde van X zijn, of de spreiding of
lets dergelijks), dan kan men de vraag stellen uit een aantal
waarnemingen van x een schatting voor & af te leiden.

Een betrouwbazrheidsinterval & voor ¢ is een interval,

waarvan de grenzen afhankelijk zijn van de Waarnemingen X, ,....,

4., Vvan X , en dat de eigenschap bezit . ‘behoudens een zekere
gegeven onbetrouwbaarheid .o , de juiste waarde van 6 te bevatten.
Dit betekent, dat bij een serie bepalingen van betrouwbaarheids-
intervallen slechts in ongeveer een fractle ¢ van deze gevallen
het interval & zO zal uitvallen, dat het ¢ niet bevat. Hierbij
is dus 6 constant en het interval 4 veranderlijk (en wel sto-

drastisch). Hierin ligt het grote verschil met een zgn. voor-
spellingsinterval, d.1. een gegeven vast interval, waar een
stochastisch punt met een zekere waarschijnlijkheid in valt.
Het algemene principe ter bepaling van een betrouwbaarheids
interval is het volgende: zi] C]Ve en-toets voor de hypothese
g = & (vgl.S47(M6)), dan is 4 de verzameling van die waarden

t% die bij toepassing van 70p grond van de gevonden waarne-

mingen ¥ ,...., ¥, niet voor verwerping in aanmerking komen.

1s C/w"toegepast met een onbetrouwbaarheidsdrempel o« , dan is dit
ook de onbetrouwbaarheidsdrempel van het betrouwbaarheidsinter-
val.

Litteratuur:

st « slikiwostraanii -« il :

M.G. Kendall, The Advanced Theory of Statistics, London 1946,
deel II, p.b62-84.

A.M. Mood, Introductlon to the theory of Statistics, London
1950, p.220.
J. Navman, First course 1in probabllrty and statistics, N.Y.1950.
1) Dit memoranaum is slechts bedoeld ter oriéntatie en streeft

niet naar volledigheid of volledige exactheid.



e _?':}" "-\.‘2 i
s V;ﬁ}. ‘..': %?f»

cets tegen trend voor groepsen waarnemingen

o *

Yij beschouwen het geval, dat
Stochastische grootheden gegeven ziin:
X y Fq,20 e Xq qn, Von de grootheid x, ,

x | X | ® ¥ » x ' H " |
? ’ ’ ’ ? g I3 ;!E;. v

H it it

xh’1’ xh,z, iﬁ‘i, xh,n é .

De uitgebreidheden van de steekproeven zijn dus n en de

' '2:»

eerste index van de waarneming > 1 y geeft aan uit welke steekproef deze
!

waarneming afkomstlg is, terwijl

ming binnen die stee

e tweede index het nummer der waarne-
proef aangeeft.

De hypothese H o0? die wij wensen te toetsen luidt
waarnemingen wvan
uitgedrukt
onderling onatha
heidsverdeling be

De alternatieve hyp these, waartegen wij E o Wensen te toetsen
is, dat de rij stheden Xy 12, eer, Xy €8N (8tljgende of dalende
trend vertonen. ecieze definitie van “trend® zullen wi] hier niet
geven, Gro: 361 _ 1 1exrop neexr, dat van uwee waare
- n van de meer naarrechts in de ri X voorkomeride
de laatste meer kans heeft om '

1 lat al deze

de stochastische grootheid afkomstig zijin. Anders
at de gatochastische grootheden Xqs Xoy =ee X
zijn en alle dezelfde waarschijnliijk-

t genomen , niet voor
g8 voor het meran'

1.
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De toetsingsgrootheid T wordt nu als volgt gedefinieexrad:
Tel het aantal waarnemingen uit de 2e 36, cony he steekproef,
dat kleiner is dan :x_] 1 (bij gelijkheid tellen wij % in :plaa'ts
van 1) en noem 4it aantal Vi1 Voer dezelfde telling uit voor

1,2, 1 EYRERRT x:1 y en noem de gemnden aantallen v, YIRERY

Ve Noem de som vah deze aantallen V,:
1,n, f _ 1°
V1 e 1 1 ~+ V'.l 2 . e ; -+ an f1,11 .

Tel ver*volgens het aantal waarnemingen uit de 3° 48, ey n®

steekproef, dat kleiner is dan xg 3 (weer 3 tellen bij gelljkm

held) en noem dit v, 43 8naloog Vy pyyrvers Vp n, en noem
. .

Bij deze tweede stap wordt dus de eerste steekproef buiten be-
‘ ;sc:hning gelaten. Bij de derde stap laten wij de eerste twee
_ " ying en bepalen

‘buiten beschour

V, & =V, 4 4 F aee V.
n-1 % Vb1, 1 =1,0y_ 4]

die uit de laatste
grootheid is nu

twee Eteekpro even wordt bepaald. De toetsings-—

i) V't +V2+ .« ® s +th1.
Deze grootheid kan dus kortweg gedefiniéerd worden als het aan-
tal paren (Kl oy X 3 ) met 1 < j en a en b wit *eﬂlﬁeurigz) s WA —
#

voer Xy o > Xj y 1s, vermeerderd met de helfft wvan die peren,
v 7

Waarvoor xl 5 = g,b ise.

Het is duldelijk, dat T wvooral gra't:e waarden zal aannsmen,
indien er een dalende en kleine, indien er e2esn stlggende trend
is. Beschouwen wij de verzameling van alle bij het experimenty
mogelijke uitkomsten, dan bezit 1 op dsze verzameling een waars
. sohijnlijkheidsverdeling (vandaar de onderst"*"‘ening vail de' le*t‘ber

- T‘) " Indlen de hypothese H inhoudenc‘le,' det alle Waarnemlngen '
- van dezelfde stocbas‘blsche grootheid afkomatl% m.gn, ‘_]U.,”.I.S‘t 1&3
_ chi 31’111 J l{ha :Ldsmr dell«*j - ﬂe"b xmlgende s
‘ ' -.-aa,l vm‘ deelc PR -




en de spreidingskwadraat is

g?=0%(zn ) = %{N(N-{-U(ZN-{—‘I) - ;1 ni(ni+1)(2ni+1)}

met

De (tweezijdige) toets bestaat nu daarin, dat,nanHQ-vawym_ﬁ_
dien de gevonden waarde T van T te sterk van 4

en kan dus ook in een tabel van
vonden. Bij €éénzijdige toetsing word
k gehalveerd.

1+ De boven wvoor O
leen, indien er geen gelijke
ke waarnemingen zijn, kan & " @
wardena
gelijke waarnemingen onder,

formule geldt eigenlijk a
gen zijn. Als exr wel ge
gecorriwwf 
er kK foap@n _
‘k elementen

Beschouw alle wa
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